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Consideriamo un operatore alle derivate parziali lineare di 


ordine m 


|a|s m 


con coefficienti cl) di classe C° in un aperto 2 Cc R” (le notazioni 

in (1) sono quelle standard: a = (0)3.30,) 6 7 
= a, +... +a). 

la] at. On) 

Definizione 1: P è detto localmente risclubile nel punto XE S 
se esiste un intorno «Ve a di x dn cuisper ogni f E C (2) assegnata, 
L'equazione Pu = f ha sempre almeno una soluzione {nel senso classico : 

Mm = 
u e C (9) con Pujy = ue 


Accanto alla precedente, della risolubilità locale possono 
considerarsi altre definizioni più o meno restrittive, dove si impone 
ad esempio che l'intorno V possa scegliersi dipendente da f, o che Ja 
soluzione u sia di classe ng oppure sia una distribuzione di Schwartz. 

Il problema della determinazione degli operatori localmente 
(non) risolubili è un problema tipico della teoria moderna degli opera- 
tori a derivate parziali lineari. In effetti, nell'insegnamento tradizio 
nale concernente le equazioni della fisica matematica, non si questiona 
sull'esistenza di almeno una soluzione, ma all'opposto si osserva che 
le soluzioni di un'equazione a derivate parziali sono sempre una "gran- 
de infinità", quando in particolare paragonate all'insieme delle soluzio 
ni di un'equazione differenziale ordinaria. Tale affermazione trova le 


sue ragioni nel classico 
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Teorema 2, di Cauchy-Kovalevsky. S% suppongano £ coefficien- 
% cx) in {1) appartenenti a Q(N), classe delle funzioni analitiche 
di variabile reale in I. 

Sk supponga ancora 0 = x € A ed Ul coefficiente di 97 544 
# 0 nell'origine. Siano poi assegnate f(x) e Q(0) è di 


90)» CPACSO PERESINNI CSR Q(A') dove x' = (x 3X__,) ed Q' è un 


questi 4 
intonno dell'origine in Ri. Allona esiste ed è unica u(x), definita 


analitica in un intorno dell'origine in R, soluzione del problema 


Puis sf 4 


j 
(a, u) si 
n n 


She 9; s I Dytacosgili] 
Utilizzando un cambio di variabili lineare, si perviene immediatamen- 


te al 


Corollario 3. In (1) 44 supponga c, 6%) e 0Q(2), e P sia non- 
totalmente degenere in xe 2, i.e. risulti co) # 0 per almeno uno 
dei multi-indici a con |al = m. Allora per ogni f analitica in un intor 
no di xo esiste u, anch'essa analitica in un intorno V di xo? tale che 
Pu = f inv. 


Supponendo dunque 0) € Q(2) e P non-totalmente degenere, 
così come faremo costantemente nel seguito, il problema della risolu- 
bilità locale si pone solamente per dati f che siano C° ma non-analiti- 
ci. Appunto costruendo un'opportuna f € c°rÎ) non-analitica, H. Lewy 


(1957) ha verificato che l'equazione 


(3) Pu = asti j a i, + si" ua F 
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non ha alcuna soluzione in alcun sottoinsieme aperto non-vuoto di RI. 

Il risultato di H. Lewy, primo esempio di operatore non-10- 
calmente risolubile, può riguardarsi, da un punto di vista storico, co- 
me conseguenza estrema della ben nota critica di Hadamard al teorema di 
Cauchy-Kovalevsky. Hadamard osserva che il problema (2) è in generale 
"mal posto"; in particolare, la soluzione di (2) può non esistere se 
i dati g 5000 scelti di classe C° ma non analitici. Un esempio elemen 


tare a questo proposito è dato da 


Pu = Îa U + i9, u= 0 
f 2 


-1/x 
ù =gla,} = |° 1 per x, > (0 
1 
x, = 0 0 per x & 


che non ha soluzione in alcun intorno dell'origine; infatti, l'annul- 


NA 
[<=] 


larsi della funzione olomorfa u su di un intervallo ]-e,0[ dell'asse 
delle x, implicherebbe il suo annullarsi identico in un intorno dell 
origine nel piano della variabile complessa z = x, + ix, mentre 
u + s% # 0 per x, > 0. 

Alla base della critica di Hadamard vi è, evidentemente, il 
concetto moderno di funzione; mentre per Cauchy una funzione è tale so 


lo se analitica, in (4) noi pensiamo alla g(x,) come ad una (unica) fun 


zione infinitamente derivabile ma non sor ftica. 

Tornando al problema della risolubilità locale, l'esempio in 
(3) mostra che se in (2) noi ammettiamo che la f sia di classe C°, allo 
ra possiamo ottenere un problema che non ha mai soluzione per alcuna 
scelta dei dati iniziali 9; 

L'esempio di H. Lewy è stato immediatamente seguito da una 
condizione necessaria per la risolubilità locale data da Hòrmander (1960) 


e, negli anni successivi, da numerosi altri esempi e risultati. In par- 
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ticolare, Mizohata (1962) ha considerato l'operatore in RÉ 


che non è localmente risolubile nell'origine se l'intero h è dispari. 
Ispirandosi al modello (5), Nirenberg-Trèves ed Egorov nel 1970 
sono giunti ad esprimere una condizione necessaria e sufficiente per la 
risolubilità degli operatori di tipo principale, generalizzante i ri 
sultati di H. Lewy ed Hérmander. Indicato con Ppl*E) il simbolo princi- 


pale di P, Pn 08) = pb» i" (4) e, e supposto d; Re Pn (E) #0 sul 
 lal=m 
la varietà caratteristica L= {pp 0%»8) = 0}, tale condizione può esprimer- 


si nella maniera seguente 


(6) Im P0%:8) non cambia segno Lungo' Le bicanattenistiche nulle di 
Re p_ (XE) 


Ad esempio, per l'operatore P in (5) con h dispari (moltiplica- 
to per -i, così che il simbolo principale risulti E, + ii E)» sulle bi- 
caratteristiche nulle Dx “ha %, = xo» E 2 E, = E #0, te R} si ha 
un cambiamento di segno della parte immaginaria x E, per t = 0, e la (6) 
è quindi violata. In effetti, la dimostrazione della necessità della condi- 
zione (6) può essere completamente ricondotta all'analisi dell'operatore 
di Mizohata, utilizzando la tecnica degli operatori integrali di Fourier; 
al proposito si veda il recente libro di Hormander [1] , dove gli operato 
ri di tipo principale, differenziali e pseudodifferenziali, sono studiati 
in grande dettaglio. 

In questi ultimi anni, infine, sono stati ottenuti numerosi ri- 
sultati di risolubilità e non risolubilità locale per gli operatori con 
caratteristiche multiple. Mancano peraltro condizioni necessarie e suffi- 


cienti di grande generalità, parabonabili a quella ottenuta da Nirenberg- 
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- Trèves ed Egorov per il tipo principale. Ci limiteremo qui a riportare 


i È oe L A 
l' esempio inR di GruSin, ormai classico: 


(7) Pa 9° + x 3° + ix, D 

3 2 2 
che è localmente risolubile nell'origine se e solo se ) non è un intero 
relativo dispari, ed inoltre l'esempio di operatore non risolubile, stu- 
diato da Egorov, Menikoff ed altri autori: 


(8) P= 9, + (x, + i)9, 


1 2 

che avremo ‘occasione di ridiscutere nel seguito. Si osservino le diffe- 
renti proprietà geometriche della varietà caratteristica degli operato 
ri in (7) ed in (8); mentre per P in (8) si ha x = {E, = 0), per P in (7), 
così come per l'operatore di Mizohata, 2 è di codimensione 2 e simpletti- 
ca, risultando definita dall'annullarsi contemporaneo di x € E, 

Terminata questa brevissima rassegna di risultati sulla (non) 
risolubilità locale, vorremmo ora segnalare una possibile estensione del 
problema alle classi di Gevrey 6° (9). 

Incominciamo col ricordare che f è in 6° (9), 1 <S< 0, see 


solo se f è infinitamente differenziabile in 2 e per ogni wcc9 risulta 
(9) sup 1D®£(x)| £ glal#1 ta] 5191 
x E w 


per una costante c indipendente da a. 


Definizione 4. Un operatore P a coekficienti analitici sarà 
detto 4-localmente nisolubile nel punto x £ Q se esiste un intorno VC A 


di x in cui l'equazione Pu = f ha sempre almeno una soluzione per ogni 


fe 6° (a). 
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La risolubilità locale implica ovviamente la s-risolubilità lo 
cale, per ogni s, 1 £ s < %; nel caso s = 1, inoltre, risulta 6° (9) = 
= Q(2) ed il Corollario 3 assicura l'esistenza diuna soluzione in un in- 
torno opportuno V di Xo° 

I] problema interessante è dunque la determinazione della even 
tuale s-risolubilità degli operatori non-risolubili, per valori di s op- 
portunamente vicini all'unità. Al -riguardo, non vi sembra essere alcun 
risultato nella letteratura. Daremo qui di seguito un teorema concernente 


l'operatore di Mizohata. 


Teorema 5. Se L'intero h è dispari, L'operatore Pin (5) non 
è s-localmente nisolubile nell'onigine, per 1 < Ss < c0, 

La dimostrazione è una facile variante della dimostrazione da 
ta da Nirenberg [2] della non-risolubilità per h = 1. 

L'argomento è molto semplice, e lo riportiamo qui per intero. 


Supponiamo per assurdo che esista un intorno dell'origine, V = 

2 
è 1 S 

zione di classe C per ogni f € G'(R 


< EL in cui l'equazione Pu = f abbia sempre almeno una solu- 
2 
la 


Fissiamo quindi in 6° (R°), 1K SK 00: 


= od + X 


2 e°1/(1-9) , 
2 4 
f(x,» xo) = i 

0 altrove in R , 


e sia ue cl(rÈ) tale che Pu = f, dove per semplicità indichiamo ancora 
con f ed u le rispettive restrizioni a V. 

Denotiamo 4, ed U la parte pari e la parte dispari di u rispet 
to alla variabile x, : UK» x) = u lx» xo), uj0,> x) = 2uj (5%) 
e U(x, > x 


2) = ul 3%9) + uz (x > xo) 
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Decomponiamo analogamente f(x,» x) = F(X 2%) + (0%, xo) 
ed osserviamo che supp fr = SUpp ti = DU D_, con 
2 

}, e 


D ={x + d inoltre ds > U all'interno di Ds D. 


E 
+ 1 2 


risulta dispari, mentre PU; risulta pari. Quindi necessariamente 
Pup = f a Pu, = Ge 


Ragionando in particolare su Ud abbiamo che u, € cm) è solu- 


d 
zione del problema di Cauchy 


a x50 Dia 


Considerato l'aperto connesso V' = v - (DU D ), abbiamo qui 


u De 


d x,30 


e quindi U = 0 înV'. Ciò per il teorema di unicità di Holmgren; oppure, 
per via elementare, si osservi che v(t,y) = uj(C(he1)e)!/(he1), y) è di 
classe c° per t 2 0, ed olomorfa per t > 0 nel piano della variabile comples 


saw=t+iyse (x, = Con+1)t) (+). x, = y)e V'. Annullandosi v(t,y) per 


XIII-10. 


t = 0, dovrà allora annullarsi anche per t > 0. 


Ragionando analogamente su a, (-CC6+1) ep} 0841) 


U = 0 in tutto V'. 


s Y), si ottiene 


L'assurdo si raggiunge ora osservando che 


J, PU; dx, dx, = J, u° dx, dx, > 0, 


+ + 


mentre, indicata L la frontiera di D,; 


; h _ 
J Pu; dx, dx, = J, 9a dx dx, + i J, Pu (x ug) di, dx, = 


+ + + 


h 
Si u, dx, - î P x, u, de e Da 
d, d ‘2 ca 


Il Teorema 5 è così dimostrato. 

Utilizzando la teoria degli operatori integrali di Fourier, e 
ridimostrando il Teorema 5 da un punto di vista micro-locale, sembra pos- 
sibile estendere il risultato di non-s-risolubilità a tutti gli operatori 
di tipo principale; precisamente, si può congetturare che la condizione 
(6) di Nirenberg-Trèves sia necessaria e sufficiente per la s-risolubili- 
tà locale, perogni scelta di s > 1. 

Passando a considerare gli operatori con caratteristiche multi- 
ple in (7) ed (8), è facile verificare che l'operatore di Gru$in in (7) è 
anche non-s-risolubile localmente per ogni s > 1, quando \ è un intero re 


lativo dispari; ciò è evidente per X = -1 fattorizzando 


e può dimostrarsi in generale mediante i1 metodo delle concatenazioni. 


XIII-11. 
L'operatore non-localmente risolubile in (8) è invece s-localmente riso- 


Tubile per 1 <s s s 2, come si puòvverificare considerando i] problema di 


Cauchy 


US g; assegnate di classe ci, che è noto essere ben posto con soluzione 


di classe ci. 
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